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Pravdépodobnost a statistika

Pravdépodobnost

predmeétem zkoumani jsou zakonitosti nahody
vznik asi v poloviné 17.stoleti jako ,teorie hazardnich her"
deduktivni charakter

na zakladé tvahy o podstaté jevu usuzujeme o vysledku pokusu
Statistika

induktivni uvazovani (statistickd interference)
na zakladé souboru vysledkii pokusu usuzujeme o podstaté jevu

teorie odhadii, testovani hypotéz, regresni statistika, ekonomicka
statistika, . ..
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Nahodny pokus

kazdy proces, jehoz vysledek je pri jinak stejnych pocatecnich
podminkach nejisty

vysledek zavisi na nahodé
vysledek nejsme schopni s jistotou predpoveédét

vysledek je ovlivnén fadou drobnych ne tplné zjistitelnych nebo
nezjistitelnych c¢initelt

mnozinu vsSech moznych vysledkti nahodného pokusu oznacu-
jeme )

Priklad

— hod kostkou

— sledovani doby bezporuchového chodu stroje

— sledovani poctu vyskytu udalosti béhem definovaného ¢asového intervalu
— stanoveni chyby mériciho pristroje,

— vyrobeni vyrobku,

— podani léku pacientovi, . ..
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Nahodny jev

vysledek nahodného pokusu

nahodné jevy znacime velkymi latinskymi pismeny z pocatku

abecedy A.B,C, ...

jev A je podmnozina mnoziny € (A C )
cela mnozina €2 je jev jisty

prazdna mnozina ) je jev nemozny

Priklad

— na kostce padl pocet bodu mensi nez 3

— na kostce padlo liché ¢islo

— k poruse stroje doslo mezi 3 a 4 hodinou provozu

— béhem casového intervalu se vyskytlo vice nez 10 sledovanych udalosti
— vyrobeny vyrobek odpovidal vsech pozadavktim na kvalitu, ...
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Elementarni jev

prvky prostoru €2 zna¢ime w a mluvime o elementarnich jevech
w;, © =1,2,...jsou mozné vysledky nahodného pokusu

w; jsou minimalni jevy rizné od jevu nemozného
(w je elementarni jev: VA C w = (A = w) nebo (A = ()

elementarni jevy jsou paroveé neslucitelné
(w1, we rZNé elemetarni jevy, pak wy Nwy = )

elementarni jevy tvori iplny systém neslucitelnych jevi

kazdy jev A lze vyjadrit jako mnozinu elementarnich jevi

(A ={wi,ws,...})

Priklad
— hodime kostkou a sledujeme pocet padlych bodii:
O ={w;=1,1=1,2,3,4,5,6}
— jev A - padne sudé dislo: A = {ws, wy, wg}
— jev B - padne dislo vétsi nez 3: B = {wy, ws, we}
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Operace s jevy

A=B rovnocenné jevy
A (nebo A¢ nebo A’) = O\ A jev opacny
doplnék jevu
ACB jev A je podjevem jevu B
ANB prinik jevi
jev A a zaroven jev B
AUB sjednoceni jevi
jev A nebo jev B (nebo oba jevy)
A\B rozdil jevii
jev A, ale nikoliv jev B
ANB={( jevy disjunktni
jevy neslucitelné
UA;, =0 uplny systém jevi
zakon jedinecnosti VA, B 1 AnBad AUB
zakon komutativni AUB=BUA
ANB=BnNA
zékon asociativni (AuB)UC =AU (BUC)

(ANB)NC=AnN(BNC)
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Operace s jevy - pokracovani

zékon identity AUDP=A N =0
AUQ=0 ANQ=A4

zakon komplementu AUA=Q ANA=10

zakon distributivni (ANB)UC =(AUuC)Nn(BUC)

(AUB)NC =(ANC)U(BNCO)
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Pravdépodobnost jevu

kazdému jevu A pfifazujeme realné ¢islo P(A)

pravdépodobnost (ppst) lze chapat jako predpovéd pomérnych
¢etnosti vysledkil pfi mnohonasobném opakovani daného pokusu

ppst Ize chapat jako kvantitativni ohodnoceni stupné jistoty

klasicka definice ppsti
statisticka definice ppsti
geometricka deifnice ppsti

axiomaticka definice ppsti
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Klasicka definice pravdépodobnosti

Necht

Q= {wi,wy, w3, ..., wN} mnozina moznych vysledki po-
kusu je kone¢nd a neprazdna (0 < N < o)

N

p1, D2, D3, - - -, PN jSOU Nezaporné Cisla spliujict Y p; = 1
i=1
charakterizujici pomérnou ¢etnost vyskytu w;

P =P = ... = DN = % vSechny vysledky pokusu jsou
stejné mozné

kazdy jev A lze popsat mnoZinou jevl {w;,,wi,, . .., w;, }
kde w; jsou vysledky pokusu pfiznivé jevu A

pak
kde

N 4 je pocet vysledkt priznivych jevu A
N je pocet vSsech moznych vysledki
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Kombinatorické vzorce

Necht M = {aq,as,...,a,} je skupina n riznych prvka

permutace n prvki: uporadani prvki skupiny M v daném poradi

pocet permutaci P,, = n!
pokud M se sklada z 21,19, ..., stejnych prvki, je pocet

’ . n!
permutaa Pn —agliglay!

pocet permutaci s opakovanim P,, = n"
kolika zptisoby lze usporadat n-tici prvki
variace n prvkl k-té tiidy: ze skupiny M vybereme k prvki a
ty permutujeme
pocet variaci V¥ = (n%'k), =nn—-1)...n—k+1)
k

pocet variaci s opakovanim VF =n

kolika zptisoby lze z n-tici prvkil vybrat k-tici, pricemz zalezi na
poradi vybéru
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Kombinatorické vzorce - pokracovani

kombinace n prvki k-té tridy: ze skupiny M vybereme £k prvki

pocet kombinaci Cf = (7) = (T,J_L,;),k,

v . ’ Y —k L n+k—1
pocet kombinaci s opakovanim CF = ( . )

kolika zptisoby lze z n-tici prvkil vybrat k-tici, pricemz nezalezi
na poradi vybéru

binomické ¢islo 1ze priblizné urcit za pouziti Stirlingovy formule
pro urceni hodnoty n/!

log n! ~ log V2rmk + k(log k — loge)

vlastnosti kombina¢nich ¢isel

(v) = (n?k)

M-M=1

(Z) + ( 21) - (Zil)

) ) e 0) -
(o) = (1) +- )" (7) =0

10



Pravdépodobnost a statistika pro FEL (2003-2004)

Geometricka definice pravdépodobnosti

Necht

(2 jsme schopni vyjadrit jako neprazdnou omezenou oblast v R™
(naptiklad pomoci omezené piimky v R', omezené plochy v R?,
omezeného télesa v R?)

jev A jsme schopni vyjadrit jako podoblast oblasti (2

pak

kde
A(A) je ,mira” oblasti A (délka, obsah plochy, objem télesa)
A(€2) je ,mira* oblasti §2 (délka, obsah plochy, objem télesa)

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

uvazujeme vybrané nespocetné prostory ()
predpokladame, Ze vsechny elementy €2 jsou stejné mozné,

obecnéji pokud €2 € B™, mohu uvazovat A Lebesqueovu miru
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Geometricka definice pravdépodobnosti-priklad

Uloha o setkani

Dva pratelé (X a Y) se domluvili, Ze pfijdou na urcité misto v
dobé mezi polednem a jednou hodinou odpoledne. Na misto prijde
v tomto ¢asovém intervalu kazdy z nich zcela ndhodné a nezavisle
na prichodu toho druhého. Bude c¢ekat patnact minut na prichod
druhého, ne déle nez do jedné hodiny odpoledne.

Urcete ppst., Ze se za téchto podminek sejdou.

Y 1300 | |
12 1A
1930 |- - -~ AL - - -
121 '/’*”**“/f***: *****
12% 1 1
19200 1915 1930 {945 1300
doba prichodu X

Pravdépodobnost setkdni odpovida podilu obsahu vysrafované plo-
chy vzhledem k celkové ploge a je P = L.
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Statisticka definice pravdépodobnosti

Necht
n je pocet opakovani pokusu
n(A)  je pocet opakovani pokusu, pfi nichz nastal jev A

pak

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

nepozadujeme konec¢nost moznych vysledkii pokusu

nepozadujeme, aby vSechny vysledky pokusu byly stejné mozné
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Vlastnosti pravdépodobnosti

Pro vSechny jevy A;, 1 =1,2,3, ... plati

0<P(A;) <1

jsou-li A; a A; neslucitelné, potom P(A;UA;) = P(A;)+P(A,)
resp. obecnéji jsou-li 4;,2 = 1,2, ... neslucitelné, potom
P(U; 4i) = 22, P(Ai)

P =1, P(0)=0

A, CA; = P(A;) <P(A))

P(A) = 1 - P(4)

A; C Aj = P(ANA;) = P(4;) — P(A))

P(A; UA;) <P(A;)+P(A4;)

P(A; U Aj) =P(A;) + P(Aj) — P(A; N Ay)
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Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Pravdépodobnostni prostor (€2, A, P)
(2 je neprazdna mnozina
A je o-algebra podmnozin mnoziny ¢

tj. A je systém podmnoZin, pro které plati

QeA B
jeliAe A paki Ae A

jsou-i A;y i =1,2,...€ A paki | 4; € A
i—1

P je mira definovana na A,
tj. P je funkce P : A — R s témito vlastnosti

P(A)>0,proAe A

P(Q) =1

je-li {A;} posloupnost (koneéna nebo nekonecnd) po dvou

disjunktnich jevi, pak P(|J 4;) = >_ P(A;),
: i—1

1=1
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Axiomaticka definice pravdépodobnosti - poznamky

klasicka definice ppsti je specialnim pripadem axiomatické defi-
nice, kdy Q = {w;,...,wn}, A jsou podmnoziny mnoziny €2 a

Plw)=...=Plw,) =1/n

ppst definovana axiomaticky ma vsechny vlastnosti uvadéné vyse
a dale plati

n—oo

jelli Ay C Ay...C A, C ... pak lim P(A,)=P( A,)

jelli Ay D Ay... DA, D ..., pak lim P(A,) =P(() Axn)

n—aoo
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